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Uber die Entwicklungskoeffizienten der lemniskatischen
Funktionen?).
(Mathematische Annalen, Bd. 51, 1899, S. 196—226.)

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf gewisse Zahlen,
welche éhnliche Eigenschaften besitzen wie die Bernoulli’schen Zahlen.
Die letzteren lassen sich bekanntlich durch die Gleichung

1 _ o™ p

¥ @2m)r P

definieren, wobei die Summe iiber alle positiven und negativen reellen
ganzen Zahlen r mit Ausschluss der Null zu erstrecken ist und die
Zahl n als Wert des Integrales

aufgefasst werden kann. In #hrlicher Weise konnen und sollen die
hier zu untersuchenden Zahlen E,, E,, E,,... durch die Gleichung

1 Qetng _
(D) Z(r_l_."')ln — (4”)! En (n—1,2,3'_._)

definiert werden. Dabei ist die Summe auf alle komplexen ganzen |

Zahlen 7 4 vs mit Ausschluss der Null auszudehnen; ferner bedeutet w

den Wert des Integrales

dx
V1—zt

w=2

= 2,622057 . ...

Die Zahlen E, nehmen also, ihrer Definition nach, eine entsprechende
Stellung in der Theorie der Gaussischen komplexen ganzen Zahlen

1) Vgl. eine vorldufige Mitteilung in den Nachrichten von der k. Gesellschaft der

- Wissenschaften zu Géttingen, Mathematisch-physikalische Klasse, 1897, S. 273—276

[diese Werke, Bd. II, S. 338 —3841].
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ein, wie die Bernoulli'schen Zahlen in der Theorie der reellen ganzen
Zahlen.
Die Zahlen E, sind ibrigens, ebenso wie die Bernoulli’schen Zahlen,

positive reelle rationale Zahlen. Es wird sich dies weiterhin als un-

mittelbare Folge der Matsache ergeben, dass die Zahlen E, im wesent-
lichen mit den Entwicklungskoeffizienten einer gewissen lerniskatischen
Funktion, d.h. einer doppeltperiodischen Funktion, deren Perioden-
parallelogramm ein Quadrat ist, identisch sind. HMierin liegt eine weitere
Analogie der Zahlen E, mit den Bernoulli’schen Zahlen. Denn die
Jetzteren sind bekanntlich im wesentlichen die Entwicklungskoeffi-
zienten einer einfach periodischen Tunktion, der Kotangente.

Aber auch eine tiefer liegende Eigenschaft der Bernoulli’schen
Zahlen, niamlich diejenige, welche sich auf ihre Partialbruchzerlegung
bezieht und in dem V. Staudt-Clausen’schen Satze ihren Ausdruck
findet, besitzt ihr vollig entsprechendes Gegenbild bei den Zahlen E,.
Dieses nachzuweisen, also die Herleitung desjenigen Satzes iiber die
Zahlen E,, welcher dem V. Staudt-Clausen’schen Satze von den Ber-
noulli'schen Zahlen entspricht, bildet das Hauptziel der folgenden
Untersuchungen. Dabei sind die Methoden, deren jch mich bediene,
sum Teil von allgemeinem Charakter, so dass dieselben guch iiber den
vorliegenden speziellen Zweck hinaus bei Untersuchungen #hnlicher
Art brauchbar sein dirften.

§ 1.
Ganzzahlige Potenzreihen.

"Um den Gang der Untersuchung spiter nicht unterbrechen zu
miissen, schicke ich hier einige allgemeine Sitze tiber Potenzreihen
voraus, welche weiterhin zur Anwendung gelangen. Diese Sitze be-
ziehen sich auf Potenzreihen einer komplexen Variabeln %, welche die
Gestalt

! 2 ' n
(1 : CD=00+01%+’02‘12‘T+"'+%':{T'l""'
besitzen, WO Co, C1s Czse =+ Cny o+ ganze rationale Zahlen bezeichnen.

Zur Abkiirzung will ich eine derartige Potenzroihe ,,ganzzahlig"
nennen.

Der Inbegriff aller ganzzahligen Potenzreihen bildet einen ,,Inte-
gritatsbereich”, d.h. Summe, Differenz und Produkt irgend zwoler
ganzzahliger Potenzreihen sind wicderum ganzzahlige Reihen.  Oder
in anderer Ausdrucksweise: im Systeme aller ganzzahligen Potenz-

———



diese Tatsache unmittelbar ein. Fiir die Multiplikation folgt sie aus
der Bemerkung, dass das Produkt der Reihe (1) in die Reihe

() Pr=dotdigrddyr o g,y
durch die Reihe
»(3)‘ 332=eo+e1%+ez—;‘—;+---+eu—:'}+---
vorgestellt ist, wenn man allgemein
en = Cod, + Ny da_y + NyCely g + - .. +cudy
setzt, unter =,, ny, ... die Binomialkoeffizienten zur Basis n ver-

standen.

In dem Systeme der ganzzahligen Reihen sind aber tiberdies auch
die Operationen der Differentiation und der Integration von » = 0
ab unbeschrinkt ausfiihrbar.

Denn bedeutet P die ganzzahlige Reihe (1), so sind offenbar auch

ap u un
v At ettt

und
"%

/mdu’:cou+01;“:+'--+c”;1—:‘%+-..

0

beschriankt ausfithrbar, und hierauf griindet‘sich die Definition:
»Eine ganzzahlige Reihe P. heisst durch eine andere P teilbar,
wenn der Quotient P ebenfalls eine ganzzahlige Reihe ist.*

Die Teilbarkeit einer Reihe P, durch eine andere P deute ich
auch an durch dje Kongruenz

P =0 (mod. P),
und allgemeiner schrejbe ich
P1 = P, (mod. P),
wenn P, — P, durch P toilbar ist.

Im folgenden werde ich namentlich solche Kongruenzen zu be-
trachten haben, deren Modu] P sich auf eine ganze nicht verschwin-
dende Zahl m reduziert, Offenbar ist ecine derartige Kongruenz

P =P, (mod., m),

E[l

wo P und P,
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wo P und P, die Reihen (1) und (2) bezeichnen mogen, vollig gleich-
bedeutend mit den unzihlig vielen gewohnlichen Kongruenzen

6, = dy (mod. m) n=0,1,2,...).
Wenn die ganzzahlige Reihe (1) Divisor jeder beliebigen ganzzahligen
Reihe, also insbesondere auch Divisor der Zahl 1, sein soll, so ist offen-
bar erforderlich, dass ¢y = 41 ist!). Diese notwendige Bedingung Ist
aber auch hinreichend, wie aus der Gleichung

1

= L [LF P [LF PWP

hervorgeht. In dem Gebiete der ganzzahligen Reihen spielen also die-
jenigen Reihen, welche sich fir v =0 auf +1 reduzieren, die Rolle
der Einheiten. Diese Reihen will ich deshalb ,,Einheitsreihen’ nennen.
Von Wichtigkeit wird weiterhin der folgende
Satz 1. Ist P eine ganzzahlige Reihe, die mit u verschwindet, also
kein konstantes Glied enthdlt, so ist fiir jede positive Zahl m

(4) Q@™ = 0 (mod. m!).

Die Behauptung des Satzes, dass %‘B"‘ ganzzahlig ist, bedarf fiir

m — 1 keines Beweises. Daher geniigt es die Richtigkeit des Satzes
nachzuweisen unter der Voraussetzung, dass der Satz schon fiir den
Fall bewiesen sei, wo die Zahl m — 1 an die Stelle der Zahl m tritt.
Nun ist aber

1 m_ ¢ 1 m— '
L [t Pdu,
(1]

und da —1—‘13"'“ und P’ gan'zzahlige Reihen sind, so folgt aus der

(m—1)!
vorstehenden Gleichung, dass %‘D"‘ ebenfalls ganzzahlig ist, w.z.b.w.

An den Satz 1 kniipft sich ein anderer, welcher ebenfalls Bezug
hat auf die m* Potenz einer ganzzahligen Reihe ohne konstantes Glied.
Es sei

P = eyt oy b et

eine solche Reihe und es werde

Pr = Cn¥> 4 C TR, S R
= Ymm m+1{, 4 1)1 kT '
gesetzt. Dann ist %"T' = ¢, (n?:_* ;7 = mer? --;—'!-, usw.; allgemein ist

1) [[Nach dem Handexemplar von Hurwitz gind hier und im folgenden beide
Vorzeichen beriicksichtigt.]]
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k' eine ganze ganzzahlige Funktxon von ¢y, -+ 2‘ yoo % und folg-

lich wird der Nenner von (]’"f , wenn man diese Zahl auf die kleinste
Benennung bringt, keinen Primfaktor enthalten, der grésser ist als
Jo—m -+ 1. Wenn daher k! durch cine Primzahl p > k—m 4 1 teil-
“bar ist, so muss p notwendig in C, aufgchen. Somit gilt der
Satz II. Wenn die Reihe
m m+1 : k
Conar C"‘“(:+1)'+""+C"%+”'

die m* Potenz einer ganzzahligen Reihe ist, so enthdlt Cy jede Primzahl
als Faktor, die zwischen k—m + 1 und k + 1 lLegt.

Eine unmittelbare Folge des Satzes I ist der weitere Satz:

Setzt man in einer beliebigen ganzzahligen Reihe an Stelle von u
ewne andere ganzzahlige Reihe ohne konstantes Glied und ordnet sodann
nach Potenzen von w, so erhdilt man wiederum eine ganzzahlige Reihe.

Wenn beispielsweise P (u) eine mit u verschwindende ganzzahlige
Reihe ist, so wird die Entwicklung von €®® nach Potenzen von u eine
ganzzahlige Reihe, und zwar offenbar eine Einheitsreihe sein. Ebenso ist
die Entwicklung des Logarithmus einer Einheitsreihe mit ¢,= +1 eine
ganzzahlige Reihe, und man erkennt hieraus, dass die aus der Funktion
+ ¢®® entspringende Reihe die allgemeinste Einheitsreihe vorstellt. —

Man kann dieser ganzen Betrachtung eine andere, fiir manche
Zwecke geeignetere Wendung geben, indem men an die Stelle der
Potenzreihen die analytischen Funktionen setzt, welche sie definieren.
Dann hat man es offenbar mit dem Inbegriff derjenigen analytischen
Funktionen zu tun, welche an der Stelle w = 0 regulir sind und an
dieser Stelle ebenso wie alle ihre Ableitungen ganzzahlige Werte an-
nehmen.

Von dieser Auffassung ausgehend, beweist man leicht noch die
folgenden Sitze, welche ich hier anfiihre, weil sie weiterhin — frei-
lich in speziellerer Form — zur Geltung kommen.

Erstens: Es sei ¢(u) eine _analytische Funktion, welche an der
Stelle » = 0 regulir ist und einer Differentialgleichung der Gestalt

(5) ™ (u) = G (p(w), ¢’ (1), ... g™ D(w))

geniigt. Dabei soll G eine ganze rationale Funktion der eingeklammerten
Argumente bedeuten mit Kocffizienten, welche ganzzahlige Roiben
sind. Wenn dann '

2(0), ¢'(0), ... p"~"(0)

ganze Zahlen sind, so ist die Entwicklung von ¢@(u) nach Potenzen
von u cine ganzzahlige Reihe. '
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In der Tat ergibt sich sukzessive, indem man die Differential-
gleichung (5) wiederholt nach u differenziert, 'dass

¢ (0), ¢"00), ¢ P(0), - o

siimtlich ganze Zahlen sind?).
Zweitens: Durch Umkehrung der Reihe

t:(I}(u)=u+cz‘.12"!7+...+c”_:%+...
moge die Reihe .
u=‘!31(¢)=t+dz—éT+---+dn%+---

entstehen. Wenn nun QS (u) eine ganzzahlige Reihe ist, so gilt das
Namliche von der Rethe Py ().

SR 2n-1 . . .
Es ist niamlich %;'f-- (—g—::) "~ eine ganze ganzzahlige Funktion von

dt au art . . . .
Tu’ da " dwm und folglich (wie die Annahme t=u = 0 ergibt) d,
eine ganzzahlige Funktion von 0y, ... Cn, woraus die Richtigkeit der
Behauptung folgt.

Schliesslich bemerke ich noch, dass die vorstehenden Betrach-
tungen und Sitze ohne wesentliche Anderung auch dann noch gelten,
wenn man an die Stelle der ,,ganzzahligen” Reihen diejenigen Potenz-
reihen (1) treten lésst, fiir welche ¢g, €1, €25+ - - komplexe ganze Zahlen
a + ib im Gaussischen Sinne oder, noch allgemeiner, ganze algebraische

Zahlen eines endlichen Zahlkérpers sind.

§ 2.
Die Zahlen E, als Entwicklungskoeffizienten.

" Aus der Definitionsgleichung (D) der Zahlen E, ist ersichtlich,
dass diese Zahlen bei der Entwicklung der Weierstrass’schen Funktion

]

1 1 1
(6) p(u)=F+2{(14—("*’“)93)’—_(("+”)w)']

1) Der Satz gilt, falls ¢(0) = 0 ist, auch dann noch, wenn die rechte Seite der
Differentialgleichung (5) eine ganze rationale Funktion von

p(u), ¢'(u), ... PV (u)
Dla O gy (g0t

ist, wobei die Koeffizienten A ganzzahlige Reihen bedeuten.

der Gestalt
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nach aufsteigenden Potenzen von u zum Vorschein kommen werden.
In der Tat ergibt sich ohne Schwierigkeit, dass

1 UE 3 98F " o in—1
M) o) =+ 2P T TR e T
ist. Durch die Substitu‘tion x= %'erh'&lt man fiir die reelle Periode
8

o die Darstellung

1 N [ ]
. dz ds
w=2,/-\/l——x‘ = 2/«4?_43'
0 1

Folglich haben die Invarianten von @ (u) die Werte

=4, 9=0,
und die Differentialgleichung der Funktion @(u) lautet daher:
(8) 02 (u) = 49> () —4p(w).

Aus dieser Gleichung ergibt sich zunéchst in bekannter Weise eine
Rekursionsformel fiir die Zahlen Ei, E,, E,;,.... Man differenziere
némlich (8) nach u, wodurch man

9" (u) = 69*(u) — 2

findet; hierin setze man nach (7)

1 Oy 2¢E,  w?
9(“)=7+ZW—'(7;:2W

" __ 8 & pILY o un—4
9" () -F+Zx7 in  (@n—4)t°
Der Vergleich der Koeffizienten der einzelnen Potenzen von % ergibt dann

Ey=4
und
o @n —8)(4n —1)(4n + 1) E, =38 D (dr—1(As—1(4n), EE,
(n=2, 3,2'.:.".),

wobei die Summation auf alle positiven Zahlen r,3 auszudehnen ist,
welche der Bedingung r - s = n genigen. Unter (4 n),, ist der
47 Binomialkoeffizient zur Basis 4% zu verstehen.

Aus der Formel (9) geht hervor, dass die Zahlen E, positive, reelle
rationale Zahlen sind. Am Schlusse dieser Arbeit findet man eine
Tabelle der Zahlen I, die ich auf Grund der Formol (9) hergestellt habe.

-
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§ 8.

Die Funktion ¢(u).
Die Funktion '

1 “uﬂ-l

oW
(10) @(u) = W=“+k"5_!+’”’ﬁ'+"'+k"m+"'

'befx"‘iedigt die Differentialgleichung

(11) ¢'2u) = 1 — ¢*(u).
Sie ist diejenige eindeutige doppeltperiodische Funktion, welche Eisen-
stein seinen Untersuchungen iber die biquadratischen Reste zugrunde

gelegt hat?). Die Werte
2w,(1 + 1w

bilden ein Paar primitiver Perioden von ¢(u). Das Additionstheorem
dieser Funktion spricht sich in der Gleichung aus:

pu) ¢’ (v) + e(v)¢'(%)
1+ ¢*(w)gt(v)

Ferner geht aus (10) hervor, dass

(12) plut+v)=

(18) p(iu) = igp(w)
ist. Durch Differentiation von (11) ergibt sich
(14) ¢ (u) = — 2 ¢*(u),

und diese Differentialgleichung hat die Gestalt (5) in § 1. Daraus folgt,
dass die Entwicklungskoeffizienten

g = 1, Ky, gy v e By e

der Funktion ¢(u) samtlich reelle ganze Zahlen sind.
Bemerkenswert und fiir die weiteren Untersuchungen wichtig ist
die Tatsache, dass sich die Entwicklungskoeffizienten der Funktionen

-&%‘7 und %q)g(u) in einfacher Weise durch die Zahlen E,, ausdriicken

lassen. Die Entwicklungen dieser Funktionen will ich in folgender
Form ansetzen:

1 1 F, u® r. u' F, u'!

(15) \/p(u):Tp—(.'-‘7 :7_}_-,5.-3!,4_*_.8_’._7[«_*_...+I7_’.m+...,
1 1 ut ut wlo uints

(16) 2p(w) '—"Q"‘P’(“): 6o§;+31“6,*+32'1—0“!+“'+ reen TR

1y Eisenstein, Beitrlige zur Theorie der elliptiachen Funktionen 1, Crelles Journal,
Bd. 30 (1846), 8. 185—210, oder Mathem. Abhandlungen, Berlin 1847, S.120—154.
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‘Wenn nun m eine zweigliedrige komplexe Primzahl ist, so wird
u = N(m) eine reelle Primzah! von der Form 4k + 1. In diesem
Falle ist keine der Zahlen 5,9,13,... u — 4 durch m teilbar. Daher
folgt aus der Tatsache, dass ¢, ;) Ca,- .. durch m teilbar sind, suk-

zessive a4, =0,0,=0,a3=0,...0, 5 =0 (mod. m). D.h. es sind alle

4
Koeffizienten des Zghlers mit Ausnahme des Koeffizienten von z#,
welcher gleich 1 ist, durch m teilbar.
Wenn zweitens m =—gq ist, wo g eine reelle Primzahl von der
Form 4k -~ 8 bezeichnet, so ist die erste 7Zahl der Reihe 5,9,18,...,
welche durch m teilbar ist, offenbar gleich 8¢. In diesem Falle sind

. . —1 . . - R T
also wenigstens die ersten 3—%— Koeftizienten des Zihlers U (), nimlich
@y, @y, Oy -+ O3g_s5

4
durch m = — ¢ teilbar.

§ 5.
Der Nenner der Zahl E,.

Die Zahl E, ist eine reelle positive rationale Zahl und lésst sich
also auf die Form bringen
(25) E” = IE\J'L,
wo Z., N, positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind.

Mit den bisher entwickelten Hilfsmitteln gelingt es nun, Niiheres
iiber die Primfaktoren des Nenners N, festzustellen.

7u diesem Zwecke betrachte ich die Funktion

_m 1
gimu)  ¢*(w)’
wobei m eine ungerade primire komplexe ganze Zahl bedeutet. Die
Entwicklung dieser Funktion nach aufsteigenden Potenzen von % lautet:

(26) F (u) = m%(mu) —p(u) =

n—3

@ E, ‘
(27) Flu) = 2 Qi (min—1) 7= (—41‘;_3)-!.
1

Andererseits ist nach dem vorigen Paragraphen:
w1 [mV(x)z— U (2))(mV(2) z + U(x)]
(28) F(u) - —-U’(—I)_ z AU 7)

_[(mby—ay) 2+ (mby—ay) t+ - 1[2m + (m by + ay)zt+ (mbyt- a2+ -]
- [m+ ay 24+ a8+ - 21 .
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i

Ersetzt man in dieser Gleichung % durch mu, so geht
‘ , 5 0
T=g) =tk gty -

in eine durch m teilbare ganzzahlige Reihe iiber. Dasselbe gilt von
allen Potenzen von z, so dass die Gleichung (28), nachdem man Zihler
und Nenner rechts durch m? dividiert hat, die Form erhilt

Finn =33

wo P, (u) und P,(u) ganzzahlige Reihen sind, von denen die lotztere
das Anfangsglied 1 besitzt, also eine Einheitsreihe ist. Folglich ist
F(mu) selbst eine ganzzahlige Reihe. Man erkennt somit:

Wenn m eine ungerade komplexe ganze Zahl bezeichnet, so ist

(29) @m)int(mir—1) e —q

eine ganze Zahl. .

Die beim Beweise gemachte Voraussetzung, dass m primir sei,
darf unterdriickt werden, weil die linke Seite von (29) hochstens das
Vorzeichen éndert, wenn man m durch eine assoziierte Zahl i% m ersetzt.

IFar den Fall, wo m = — q ist, unter q eine Primzahl der Form
4k + 8 verstanden, lisst sich dor vorstehende Satz noch wesentlich
verschirfen. Auf der rechten Seite der Gleichung (28) ist dann niim-
lich im Nenner

m+ a,xt + ayad + ... gl

eine durch m teilbare ganzzahlige Reihe. In der Tat sind die Ko-
effizienten

3, 8y, ...y Ggy_g
4
durch m teilbar und die Glieder a,x%", in welchen r = —3%_—1, also
4r sicher > q ist, sind ebenfalls durch m teilbar, weil KAl nach §1 eine
9 (4r)!

ganzzahlige Reihe ist und (47)! den Faktor ¢ mindestens einmal
enthilt. Aus entsprechenden Griinden ist jeder Faktor im Zihler auf
der rechten Scite der Gleichung (28) eine durch m teilbaro ganzzahligo
Reihe. Ilicraus folgt nun, dass in dom jetzt betrachtoten Ialle schon
I'(u) eine ganzzahlige Reiho ist, odor:

Wenn q eine reelle Primzahl von der Form 4k + 8 bezeichnet, so st

(30) 2in(gin—1). Bn — |

eine ganze Zahl.

g

P
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Wenn hier 27 'den grossten zuldssigen Wert ¢ — 1 erhilt, so ergibt
sich, weil

. é;“:,‘) — (@—1)!=—1 (mod. g)
1st, ‘
eﬁz——%ﬁ.g L g i;(mod 9 !
oder o |
12 e =yl g g,

.e«;j 5 (g—9)

und die Kongruenz (71) lidsst sich infolgedessen auch so schreiben :

(73) fem = _(2n+3)@n+7)...(¢—2)

1= T @n+1)2n+56)... (q—4) (mod. g).

5 L §10.
Die Partialbruchzerlegung der Zahl E,.

Aus den Kongruenzen (40) und (66) geht nun hervor, dass

in

e=(2a)?" (mod. p)
ist und dass folglich die Partialbruchzerlegung der Zahl E, die Gestalt hat:

_2__

& B+ S

Hier ist die Summe tber diejenigen Primzahlen p von der Form
4k + 1 auszudehnen, fiir welche p — 1 -ein Divisor von 4n ist, und
fiir jede einzelne dieser Primzahlen p bedeutet a den reellen Teil ihres
priméren komplexen Primfaktors a 4 ¢b. Die Zahl a kann hiernach
auch definiert werden als die Basis des ungeraden Quadrates bei der
Zerlegung von p in die Summe zweier Quadrate:

p=a®+b?

und zwar diese Basis mit solchem Vorzeichen genommen, dass die
Kongruenz
a =b+ 1 (mod. 4)
besteht.
Es eriibrigt noch, den auf die Primzahl 2 beziiglichen Teil ~§~f_’—

der Partialbruchzerlegung von I, zu bestimmen. Zu diesom Zwecke

bediene ich mich der Rekursionsformel (9).

Entwicl

Aus dieser It
selbe besagt, dass
(75)

1st. In der Tat:
ungerade 1st, In ¢

(76)

)

=3 Z(4;-~—11(4

T
resp.

(77)

(2n—38) (16 n*—1)(

Hierbei ist, wie n
ganze Zahl. Nimi
Zahlen Ly, E,, ..

resp. (77)

2E, = 2 (4n),,
r—-1

resp
A=l

OE, = > (4n), -
=

oder

Da aber fir &,

Hiermit ist n
Die Partialbr

(18)

Daber bezewchnet ¢
Primzahlen p ron



ergibt

reiben:

alt hat:

- Form
st, und
41l 1hres
lernach
het der

lass die

Teil —;:—
Zwecke

S

Entwicklungskoeffizienten dera lemniskatischen Funktionen. 365

Aus dieser Formel erglbt sich lelcht dass 20 = %, oder was das-

2u
selbe besagt, dass
(75) . 2E, =1 (mod. 2)
ist. In der Tat: die Formel (9) liisst sich, je nachdem n gerade oder

ungerade ist, in die Gestalt bringen:
: .
(76) - @n—8)(16n2—1).(2E,)
1 . '
2 .
3] S (4r-1) (4n—dr—1) (4n),, 2 E) . 2 Ep )+ 2n—1)2(4m)oy5 OF, )
2

resp.
() nt
(2n—3)(16n=—1)(2E,.)_3 2 (4r—1) (4n— —4r—1)(4n),,2E,)(2E,_,).

Hierbei ist, wie man lelcht erkennt der Faktor\(4n)2“ 1in (76) eine
ganze Zahl. Nimmt man nun an, die Kongruen% (75) sei schon fur die

Zahlen E,, E,,..., E,_; als richtig nachgewiesen, so folgt aus (76)
resp. (77)

-1

2Fn_2(4n o 3 (An)y = LDt (199 (1=1) 4 (1—)4"—8)]
(mod. 2)
resp.

n—1

8, = D (4n),, = §[(1+1)+ (L+i)"+ (1 1) +(1—i)"—8] (mod.2),

oder
2E,=1 (mod. 2).

Da aber fiir By = '1"16' die Kongruenz (75) erfilllt ist, so gilt sie allgemein.
Hiermit ist nun das Hauptziel dieser Untersuchung erreicht:
Die Partialbruchzerlegung der Zahl I, lautet wie folgt:

an
(78) By= G+ &+ 37807
Dabei bezeichnet G, eine ganze Zahl und die Summe ist iiber diejenigen
Primzahlen p von der Form 4k 4 1 zu erstrecken, fiir welche p—1
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ein Divisor von 4n ist. Die der einzelnen Primzahl p entsprechende
Zahl a st die Basis des ungeraden Quadrates in der Zerlegung

p = ‘a2 + bﬂ,
" und zwar mit solchem Vorzeichen genommen, dass

a=b+1 (mod.4)
ist.

§11.
Dle ganzzahligen Teile In der Partialbruchzerlegung der Zahlen E,.

Vermége der Gleichungen (76) und (77) gelingt es, den Rest der
Zehl 2E, nach dem Modul 16 zu bestimmen. Fiir die niedrigen Werte
von n findet man nach dem Modul 16:

2E1=%5—3r QEZ:%E'?, 2E3=5i"1—;z7,
QEQZuE_l’ 2E5=3.'T%s7 usw.

5.17

Durch Fortsetzung der Rechnung wird man auf die Vermutung gefiihrt,
dass vom Index » =8 ab die Kongruenz

(79) 2E, = 8n —1 (mod. 16)

besteht, dass also 2, =7 oder —1 (mod. 16), je nachdem n ungerade
oder gerade ist.

Diese Vermutung bestiitigt sich durch folgende Schliisso. Aus
den Gleichungen (76) und (77) folgen zuniichst nach dem Modul 16
die Kongruenzen:

. rmT:——l
(2n—8)(2E,) E(4n-—1).3.( > @n),(2E)QE,_) + 3 (4n),,(2E,)*
r=1 2
resp.
y n—1
2
(2n_3)(2E,)E(4n—1).3.[ > (4n),,QE)@QE, ),
=1
und hieraus, durch Multiplikation mit 4n + 1, in beiden Fillen
r=n—1
(4’" + 1) (2"’ - 3) . (2En) = ':2}‘2 (4")4r(2Er) (2En—1) .
7=l

D | —

Sel nu
fir n = 8,

[Q.Un
[:_.(1

Nach leich

| o

)

i
+
o] o

kommt:

-3 [r

Beriicksicht
r=np-13
= vl_’

rfeda

! -

s0 cerkoennt o

(tn 1) (2:

liefert. Da

1) Die fu
nicht ein ande
‘) Es ist

und fiir jeden

[4
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den Rest der
jedrigen Werte

C

=T usw.

nutung gefihrt,

dem n ungerade

Sehlilsse. Aus
dem Modul 16

12 (.17»)2”(213%)2

ciden Fallen

(27 .
¢

- - —
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Sei nun n > 5 und iberdies die Kongruenz (79) schon bewiesen
fir n =8,4,...,n—1. Dann folgt?)

(4n+1)(2n—38)(2E,)
E—%K&(‘inh(wﬂ (2E,_,)+2(4n)g2E)(2E, o) + Z (4n)4,(2E,)(2E,._,)]

r=3
.=_+—g—{2.(4n)4.8.(8(n—l)——1)-—-2.(4n)8.7.(8(n—2)—1)
r=n—3
—2 (4n),, (8r—1) (8n—8r—1)] .
r=3
Nach leichten Reduktionen und unter Benutzung der Kongruenz?)
(4n),, = (2n),, (mod. 16)
kommt: /
, (4n + 1)(@n —8) 2E.)
r=n—3
=3 {(2n)2(8n +5) 4 @n),Br+T) + Bn—1)- %2,(21%]-
r=3
Beriicksichtigt man nun, dass
rn—3
> en. =y [-;—(1+1)’~+-3;(1—1)="—2—2<2n)2~2<2n>.]
r--3 '
=—1—(2n)y,— (2n)¢ (mod. 16),

so erkennt man, dass die vorhergehende Kongruonz

(4n+1) (2n—3) (2E,) = 8[6.(2n), + 8(2n),—(8n—1)]
=9n(2n—1)+2n(2n—1) (2n—2) (2n—3) +8n+3
=2n(2n—1)+4n(n—1)+8n+ 8
=8n2+2n+38

licfert. Da 8n? = 8n (mod. 16), so ergibt sich schliesslich

_ 10n+3  _10n43 _
2En = mi—)—.(@;‘:—ﬁ},= :72—,{—:5 = 8n —1 (mOd. 16) ,

1y Die folgenden Kongruoenzen bezichen sich sémtlich auf den Modul 18, sofern
picht cin anderer Medul ausdriicklich angegeben ist.
1) Es ist
r—1
= (8 g Bn=b=ll4n=b-3]
(#n)ey = (2 )ar klg GErDUEFD  *
und fiir jeden Wert von k

[4(n— k) - 1][4(n— k) - 3]= (4K 4+ 1)(4k +3) =1.3 (mod.16).
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Ist n > 1, so lisst die Zahl G, durch 4 dividiert den Rest 1 oder
den Rest 8, je nachdem 4n + 1 Primzahl 1st oder nacht.

Dass die Zahlen G,, abgeschen von Gy = 0, siimtlich ungerade
sind, ist eine solbstverstiindliche Folge der vorstehenden Satze.

§ 12.
Die Entwicklungskoeffizienten der Funktion ~12~<p2 ().

Die Kongruenzen (62) und (67) bestehen unter der Voraussetzung,
dass 2n < p resp. 2n < q 1st.

Dicse Voraussetzung ist fir n = 1 stets erfillt. In diesem Falle
ist iiberdies, wie schon oben bemerkt wurde, ef = &} =0 oder
= 2¢,_,, jo nachdem k gerade oder ungerade ist. Daher fithrt die

2
Annahme n = 1 zu folgendem Satze iiber die Entwicklungskoeffizienten
der IFunktion —;—tp"(u), welche durch die Gleichung (16), namlich

yints

1 1
@y T

2 [} '
Tt — 2P (W) = eogr +ergr Tt e

definiert sind: |; ‘
=1

Bezeichnet p eine Primzahl =1 (mdd. 4) und st p'= "4

, 80

besteht die Kongruenz

(81) €y = €8, (mod. D), (n -—-"0, 1,2,...)

durch welche die Reste der Zahlen e, (mod. p) auf die der ersten p"+1

unter ihnen zuriickgefihrt werden. Uberdies ist mach (63) und (64)

3.7.11...(p—2 .
ep; = -1-.—5.9—'%:—_:4—))— = 2(1 (mod. p) .
Bezeichnet andererseits q eine Primzahl =8 (mod. 4) und ist q= q—:—s,

so 1st nach (72)

.5.9...(¢—6)

. |
3.7.11...(q—4) (mod. g)

¢y

und die Zahlen e, 1, €., sind samtlich durch q teilbar.

)

Entt

Diese Eige
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Beispielsw
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pur ein unterg
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Die Rek
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aus welcher
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Dieso Eigenschafton der Zahlen e, lassen sich, vermdge der Glei-
chung (19), auf dio Zahlen E, ibertragen.
Beispielsweise ergibt sich so, dass der Zihler der Zahl

C =yt

den Faktor g besitzt, sobald n > qi-l

nur ein untergeordnetes Interesse beanspruchen, da fiir die Zahlen E,
allgemeinere Kongruenzen zu gelten scheinen, welche jene Sitze in
sich enthalten.

Zur Berechnung der Zahlen e, kann man sich einer Rekursions-
formel bedienen, die sich folgendermassen ergibt. Die Funktion
2z = @*(u) geniigt der Differentialgleichung

7dz\2 .
(82) (-d%) = 4(z—2%),
aus welcher durch Differentiation

diz
w!

=2 — 0622

(83)

folgt. Setzt man hier
yinta
3‘228" @n o’ 3

so ergibt sich durch Koeffizientenvergleichung 7

(84) wer=—12 D n + 9000, (1=0,1,2,..)

wobel die Summe iiber alle nicht negativen Zahlen r, s zu erstrecken
ist, welche die Bedingung r + s = n befriedigen.

Die Rekursionsformel (84) vereinfacht sich noch etwas, wenn man

(85) | on = (—12)+ 0, n=0,1,2,...) .

setzt. Man erhiélt dann offenbar fiir die Zahlen 0,, die Gleichung

(86) Opi1= D, (4n + 4),,,50,0,, ~ (n=10,1,2,...)

aus welcher hervorgeht, dass diese Zahlen positive 'gz'mze Zshlen sind.

o —
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L. Tabelle der Zerfdllungen p=a?+-b?, (a=b+1 (mod.4)).

p a b 2a
5 | —1] 2 |— 2 ~
18 3| 2 6
17 1] 4 p)
) 29 | —5| 2 | —10 | =
' 87 | 1| 6 | — 2 ; |
41 | 5| 4 10 B

IL Tabelle der Zahlen F,=G,+ 5+ > (2“;,’:’ . - :“6?’ |

(Wegen des raschen Anwachsens der ganziuhligen Teile G, sind diese ol 0 v 5

) nur bis n=6 in der Tabelle angegeben.) §
N
B, = i - a4l :
A
E, = RS - el 42 E
Ey = ST = 89209 + L %
Es — 3‘“.7‘.1;(’]..11?7. 23.223 — Gg + —2 + + iQ_;
sz 3”'75'113'11(_)?_.3'_12_3L81'2381 — Glo + i + _2;‘: + 1(1)
E, = 3.l 11}0{"_'_23_:_3{ = G, -+ _2_ 2?"
R T A
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1 (mod. 4)).

8t | ¥% | ST g— | 01 | @ ee7TOTL 170 8F 187280 561 yI L oL ui8 w0 — ="
(1) ¥— | Of 8 6 I— G113 L6818 65 161 s11 oL c18 0 =%
¥— |%— | 9% I ¢— | 5— 1883 £18° 88 61 311 sL 18 66— =
0T |81 |78 i 9 I 60T 101863 6T ¢1T sl u8 sd = 2 -
9 —|geg {or1—|¥%—|S—|C 167850 €37 61 511 5L u8 86— = 2
gg | ¥L |3l ¥ o | I— STT 83761 s 11 cL o8 1 = 2
yI— | 1 L g— | I ¢— 61 11 3L 68 i — = 2
0 6 81 3 o1 |1 5 I1 5L o8 0@ = 2
8% I I— (| 8— |9 (¢ 15l 8 0B = @
¥ | | d g— | 1— | L858 =
0T |38 el | F— | 9 z— 8% — ="
I 1 I I 1 I 1 =%
Am ué Am n@ AMN n@ ﬁu& AMH u@ m u\% P ——
% woyysyZ 10p O[[2q®], 'III

2 SR a5k 23

3 | I +

5 o.,_Tu m.L,nn m.+w

, i, « @ =R 219 22 2@
m_ Lo~ e .| 3:__‘. - | =l |+ el = - ° = | ..+
ol 2 2ha s e 2w R Zhe L 2 la
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1926.] CONSECUTIVE QUADRATIC RESIDUES 283

1f f(&) =7, (4) requires that a”=m,. This can be satisfied
if m,<a" for some 7} since m, is a continuous function of 7,

and if 7 is large enough,

atk
m,;bf xrdx>a" .

a
In any case, however, (4) can be satisfied by
f(x) =cx™+3; z=2x—x%a, x=a; 2=0 x=a,

because a positive ¢ can be found satisfying ca’‘+a=cm.+g,
where g<a, noting that z<e«, and z<a inside (a—k,q)
where ¢(x) =b. '

This M satisfying (3) reduces to the arithmetic mean
only if my=a.

Tug UNIVERSITY OF TEXAS

CONSECUTIVE QUADRATIC RESIDUES* #

BY A. Al BENNETT -
By an extension of the met ods described in a paper to

appear shortly in the TOHOKU MATHEMATICAL JOURNAL, I
have succeeded in proving that for each prime greater than
193 there is at least one sequence of five consecutive positive
reduced quadratic residues. The proof entails the examina-
tion of many hundred linear forms which together include
all primes. Since the method would prove excessively
laborious for even the next case, that of six consecutive
quadratic residues, the computati'onal details seem hardly
to warrant the space required for their complete publica-
As a result of the actual construction of a complete
table of quadratic residues for all primes less than 331,
we obtain the brief table subjoined. Here p denotes in turn

each prime number, 7 denotes for the given p the maximum

number of positive reduced quadratic residues which appear

e —————

*Presented to the Society, October 31, 1925.



